Der gedampfte Schwingkreis

Matthias Borchardt

Einleitung:

Die Differentialgleichung einer gedampften, elektromagnetischen Schwin-

gung lautet: L-Q(t) + R-Q(t) + %-Q(t) =0, wobei Q(t) die zeitliche c
Entwicklung der Ladungsmenge auf den Kondensatorplatten darstellt. Die =
Losung dieser Differentialgleichung ist mathematisch nicht einfach und R
erfordert Kenntnisse, die in der Regel im Schulunterricht nicht behandelt
werden. Erst im Studium lernt man Funktionen kennen, die auf den kom-
plexen Zahlen definiert sind und sehr elegante und umfassende Losungs-
wege erdffnen. Weiter unten wird eine komplette mathematische Losung der Differential-
gleichung vorgestellt, die einen solch komplexwertigen Ansatz verwendet. Dieser analytische
Weg liefert, je nach Wahl der Werte fir R, L und C, drei grundsatzlich verschiedene Lésun-
gen. Sie werden Ublicherweise als ,Schwingfall“, ,aperiodischen Grenzfall“ oder , Kriechfall”
bezeichnet.

Die Differentialgleichung ldsst sich aber auch numerisch 16sen. Dabei berechnet der Compu-
ter iterativ den zeitlichen Verlauf der Funktionen Q(t) und I(t) fir bestimmte Anfangswerte
Q(0) =Q, und Q(0) = l,. Dieser Weg kann fir interessierte Schilerinnen und Schiler, die

Uber Programmiererfahrung verfligen, durchaus eine Moglichkeit darstellen, die Losungen
der Differentialgleichung einer gedampften Schwingung im Rahmen einer Facharbeit oder
Referats tiefergehend zu thematisieren und im Plenum dem Physikkurs vorzustellen. Auf die
Grundstruktur eines solchen Programms soll weiter unten detaillierter eingegangen wer-

den’.

Herleitung der Differentialgleichung:

Es ist Ublich, die Differentialgleichung mithilfe eines Spannungsansatzes herzuleiten (Ma-
schenregel von Kirchhoff). Hier soll ein alternativer Ansatz angewendet werden, der mathe-
matisch aufwandiger ist, daflir aber ohne Probleme die richtigen Vorzeichen in der Glei-
chung liefert, was sich bei dem erwahnten Spannungsansatz manchmal als etwas schwierig
herausstellen kann.

Idee: Der Widerstand entnimmt aufgrund seiner Erwarmung dem Schwingkreis kontinuier-
lich Energie. Die im Widerstand umgesetzte Leistung zu einem Zeitpunkt t entspricht dabei
der momentanen Anderungsrate der Gesamtenergie des Schwingkreises.

Daher gilt: P, (t) = —Wges(t) . Die Tatsache, dass die Gesamtenergie zeitlich abnimmt, also

eine monoton fallende Funktion darstellt, wird durch das Minuszeichen ausgedriickt. Mit
P=U-l1=R-I?, sowie den Formeln fiir die Energie des elektrischen und magnetischen

! Ein vom Autor erstelltes Programm, das mit der Programmiersprache , Delphi“ erzeugt wurde, finden Sie
unter: http://www.mabo-physik.de/schwingkreis.html



http://www.mabo-physik.de/schwingkreis.html
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Feldes ergibt sich: R-1°(t) = 4t E'L-I (t) + E-C-U (t) | und mit U(t) = E-Q(t) dann:

d(1l 11
R-IP(t) = ——| =-L-IP(t) + =-=-Q%*(1) |.
() dt(z ()+ZCQ()]
Fliihrt man die Ableitungen aus (Kettenregel: (fz(x))’ =f'(x)-2-f(x) ), erhalten wir:
1 . 11 .
R-IP() =—=-L-2-1(t)-I(t) - =-=-2-Q(t)-Q(t
(t) > ()-1(t) e Q(t)- Q(t)

R-Iz(t)=—L-I(t)-i(t)—éQ(t)-l(t) & I(t)-(L-i(t)+ R-I(t) + %-Q(t)j=0

Daraus erhalten wir schlieRlich die Differentialgleichung: | L-Q(t) + R-Q(t) + é-Q(t) =0

Numerische Losung der Differentialgleichung:

Wir bringen die Differentialgleichung in die Form: Q(t) = —%-Q(t) — ﬁ~Q(t) und ver-

wenden die Schreibweise: Q = (jj—? < dQ=0Q-dt und Q= %—? < dQ =Q-dt

Programmstruktur:

e Verwende die Variablen: Q, QPunkt, QZweipunkt, dQ, dQPunkt, A, B, L, R, C, t, dt.
e Weise R, Lund C Werte zu; Wahle einen Zeitschritt dt.
e Setze die Anfangswerte: Q := A; QPunkt := B;
REPEAT
QZweipunkt == —(R/L)-QPunkt — (1/(L-C))-Q
dQPunkt = QZweipunkt - dt
QPunkt := Qpunkt + dQPunkt
dQ := QPunkt - dt
Q=Q+dQ
t=t+dt
Plotte(t,Q)
Plotte(t, QPunkt)

UNTIL t > t_,

Wenn man die Zuweisung der Werte fiir R, L und C (auch A und B) mit Schieberegler vor-
nimmt und die Kurven jeweils direkt ausgibt, lasst sich ein dynamisches und didaktisch wert-
volles Werkzeug programmieren, mit dem man das Verhalten des Schwingkreises bei ver-
anderten Parametern anschaulich darstellen kann.




Analytische Lésung der Differentialgleichung:

Als Losungsansatz wahlen wir die komplexwertige Funktion: Q(t) =s-e**, mits, A e C .
Ableiten Q(t) =s-A-e*' und Q(t) =s-A%-e*' und einsetzen fiihrt zu:
L-s-A2-e* + R-s-A-e" + %-s-e“ -0

s,-e“(L-x2 +R-A+ %]: 0

L-k2+R-k+1=0 =N k2+5-k+i=0
C L L-C

Die Losungen fur A lauten:

2 2
p= s || RP o Ry L (R
’ oL oL L-C 2L L-.c 2L
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2L \/L-C (ZLJ

R
Mit den Abkiirzungen k = oL ™= ﬁ und o=, o, — k* nehmen die beiden
Losungen fir A dann die Form an:
M=—-K+i-o
A, =—K—-i-o

Nach der Theorie der homogenen gewdéhnlichen linearen Differentialgleichungen ergibt sich
die allgemeine Losung der Differentialgleichung aus der Linearkombination der Einzell6-

sungen Q,(t) =s,-€" und Q,(t) =s, ™", namlich:
Q(t) =s,-e"" + s,-e",
Die Ableitung von Q(t) ergibt die Stromstarke: I(t) = Q(t) =s,-A,-e"" + s,-A,-e"".

Die Anfangswerte sollen zundchst ganz allgemein angesetzt werden:
A=Q(0)=s,+s, und

B=Q()=s,-A +5,-A,.

Das kleine Gleichungssystem I6sen wir nach s; und s, auf und setzten diese in die allgemeine
Losung ein:
A= s +s, < s, =A-5s, einsetzenin B=s,-A, +5,-A, und auflésen nach s; ergibt:

. _B-AN, B+A-(k+i-o)

S Vi WS 2i-®
B+A-(k+i-w) B+A-(k-iw)
R=ATH=AS 2i-o - 2i-o '




Die allgemeine Losung mit den allgemeinen Anfangswerten A und B lautet dann:

B+A-(k+i-w) (

o okt Akt _ ol ktio) B+A-(k—i.(1)). (~k-i-w)
Q(t) =s,-e"" + 5,7 = S e I e
= Zeik't ((B+A-(k+i-w)e = (B+A (k-i-w))e™).

g0}
= Zeik" ((B +A-K)-(e - e"Y) + Avico- (e + e“'“’"))

O

Wir verwenden im Weiteren die Eulerdarstellung € = cos(x) + i-sin(x) , die sich direkt
aus der Taylorentwicklung von e*, sin(x) und cos(x) ergibt (s. Anhang).

Aus €' =cos(m-t) + i-sin(ew-t) und e = cos(w-t) — i-sin(w-t) ergibt sich:

et + e =2.cos(w-t) und €' — €' =2.i-sin(®-t) und damit nimmt die obere Losung
die Form an:

Q0= £ (B AR o) < AT )
= 2eik't ((B+Ak)2|5|n(o)t) +A|O)200$(0)t))

)
:e—k-t,(B_'_—A'k.sin(@.t) + A'COS((D-t)j.

Ergebnis (allgemeine Losung):

Q(t) = e_k't-(A-COS(wt) L BrAK

-sin(m-t)) und

1) = Q) =e™ -(B-cos(co-t) _ (M

+ A-wJ-Sin(w-t)j

mit den Anfangswerten A = Q(0) und B = Q(0).




Fallunterscheidung:

2
Die Kreisfrequenz o = /@y — k* = \/L_lc - [%) kann reelle Werte, den Wert Null

oder imaginare Werte annehmen:

1. Schwingfall: o, > K
Wir konnen direkt die oberen Ergebnisse ibernehmen:

B+ A-k

Q(1) =e"‘“~(A~cos(m-t) + —'~sin(w~t)j und
®

I(t) = Q(t) =e™ -(B~cos(co-t) - (M + Amj'sin(m-t))
()

Ublicherweise werden zwei Spezialfille unterschieden:

Spezialfall 1:
Der Kondensator ist zum Zeitpunkt t=0 voll aufgeladen, es flieBt noch kein Strom:

Q) =Q, =A
Q0)=0=B
Die Lésungen nehmen dann die Form an:

Q) = Q0~e‘k"-[cos(co-t) + E-Sin(oo-t)} und
Q)]

I(t) = —%~(k2 + mz)-e‘k“-sin(m-t)

Beispiel:

L= 633H, Spannung

C = 40pH, ==

R=7000. Stromstarke
N
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Anmerkung:
Nicht selten findet man in Blichern oder im

Internet als Losung flr den Spezialfall 1 die
Funktion: Q(t) =Q,-e ™" -cos(w-t).

k .
Es fehlt also der Term —-sin(-t) . Fur kleine
®

Dampfungswerte, also kleine Werte fir k,
spielt dieser Term tatsachlich kaum eine Rol-
le. Bei hoheren Widerstandswerten darf der
Zusatzterm allerdings nicht vernachlassigt
werden. Das Beispiel rechts zeigt die Situation S
far einen Widerstand von R = 3000 Q. Das
Verhaltnis von k zu Omega betragt hier

E = 0.407, also etwa 40%. Die diinn ge-
®

zeichnete Kurve stellt die Funktion ohne Zusatzterm dar. Sie weicht deutlich von der rich-
tigen Losungsfunktion (fett gezeichnete Kurve) ab.

Spezialfall 2:

Der Kondensator ist zum Zeitpunkt t=0 entladen, es flielst der maximale Strom:
Q0)=0=A

QO)=1,=B

Die Lésungen nehmen dann die Form an:

Q(t) :|—°~e‘k't~sin(a)~t) und
Q)]

I(t) = Q(t) = Io~ek't-(cos(m~t) - k—-sin(m-t)j.
0]

Beispiel: Spannung
L=633H, 7

C=40uH,

R =700 Q. Stromstarke




Die Amplitudenfunktionen (einhiillende Funktionen):

B+ A-k

Die Einhiillenden der Funktion Q(t) = e -[A-Cos(oa-t) + —'-sin(m-t)j und der
®

2
Funktion I(t) = Q(t) =e™* -£B~cos(o)-t) — (M + Amj-sin(m-t)} ergeben
®

sich durch die folgende trigonometrische Formel (Formelsammlung):
a-sin(x) + b-cos(x) = /a® + b’ 'sin(x + arctan (ED :
a

Die Amplitudenfunktion wird also durch den Faktor»\j a’ + b? dargestellt.

Angewendet auf Q(t) und I(t) ergeben sich die folgenden Amplitudenfunktionen:

Q(t)=\/A2 + (B+—Ak] % und

w

Q)

2 2
i(t) = \/BZ + (M + A.(’Oj .efk't

Beispiel:

L= 633H,

C =40uH,
R=700Q,
Q0) =Q,=A

QO0)=0=B




2. Aperiodischer Grenzfall: o, =k > ®©=0

Aus Q(t) =e"“t(A-cos(w-t) ; B+—A'k-sin(w~t)j wird
o
Q(t) =e™ -(A +(B+ A-k)-t ), denn es gilt IimoM = t (s. Anhang).
2
AuRerdem wird I(t) = Q(t) =e™* -(B-Cos(m-t) — (M + A-coJ-sin((o-t)j zu
)

It = Q1) =e™+(B = (B-k+Ak*) ).

Die allgemeine Lésung fiir den aperiodischen Grenzfall lautet also:

Q(t) =e™*-(A +(B+A-k)-t) und
I(t) =e"‘"-(B— (B-k +A-k2)-t)

Spezialfall 1:
Der Kondensator ist zum Zeitpunkt t=0 voll aufgeladen, es flieBt noch kein Strom:

QO =Q =A
Q) =0=B

Die Lésungen nehmen dann die Form an:

Q) =Q,-e -(1+k-t) und I(t)=-Q,-k*-e™ -t

Beispiel:
L= 633H,
C=40uH,
R =7956 Q.
Spannung
—

™ Stromstarke




Spezialfall 2:

Der Kondensator ist zum Zeitpunkt t=0 entladen, es flielt der maximale Strom:
Q) =0=A

Q(O): l, =B

Die Lésungen nehmen dann die Form an:

Qt) =1l,-e™t und I(t)=1,-e""-(1-k-t)

Beispiel:

L= 633H,
C=40uH,
R =7956 Q.

Spannung
i

i \//1 : ’

N Stromstarke
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3. Kriechfall: @, <k > ©=[(-1):(kK-0}) =i-/K- o] =i-o,
mit o, = kK’ - o} .

Hierfir ist es glinstiger, die allgemeine Losung nicht mit Sinus und Cosinus zu formulie-
ren, sondern mithilfe der Exponentialdarstellung:

Q) = ;;:((B + A'k)'(emt = efi‘“)'t) +A-i 'oo-(ei“”'t + e*"‘“) )

Wenn wir ® nun durch i-o, ersetzen, ergibt sich:

Q) = .e.@ ((B+ AK)-(7 = &) 4 Aci-io (€10 4 e i)
und wegen i* = —1 wird daraus:

Q(t) = —;k; ((B + A-k)-(e7 — o) — Ao (67 + e"’K't)) und

I(t) = - ;(:( -((—k~(B +A-k)+ A.mzK).(e*‘”K" - ewk‘t) — wK.B,(e*wK‘t n ewK»t))
Spezialfall 1:

Der Kondensator ist zum Zeitpunkt t=0 voll aufgeladen, es flieBt noch kein Strom:
Q) =Q, =A
Q0)=0=B

Die Lésungen nehmen dann die Form an:

Q) = ~Qp

S(DK '(k'(efm”t - e‘”K't) - (A)K'(ef‘”’(t + e“’K't)) und

(o ke o) )

ekt

|(0 = _(302

K

Beispiel:

L= 633H,
C=40uH,

R = 12000Q2.
Spannung

™~ Stromstarke

X
.
.
.
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Spezialfall 2:

Der Kondensator ist zum Zeitpunkt t=0 entladen, es flieRt der maximale Strom:
Q0)=0=A

QO =1, =B

Die Lésungen nehmen dann die Form an:

Q) = —1,- (e — &) und
- 0 9 « ( ) un
e ! ot ot oty amt
I(t) = —IO-ZCOK -(—k-(e - &) —o-(e + e ))
Beispiel:
L= 633H,
C = 40uH,
R =1200012.

Spannun
P 2 g

0 W 2 3

Stromstérke
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Anhang:

1. Taylorpolynom der Funktion f(x) bei x=0:

p(x) =

~£(0) + F(0)-x + %.f"(O)-xz + %-f”’(O)-xg' + 2—14-f<'v>(0)-x4 o

_l-f(‘)(O)-xi
el |

Damit ergeben sich die folgenden Taylordarstellungen:
1 s 1 4

. 1
sin(X) =X —=-X" 4+ —-X> = ——-X' +
6 120 5040

cos(X) D VIV N S I
2 24 720

el x it Lo ey L oyey
2 6 24 120 720

Fir die komplexwertige Funktion e ergibt sich:
1 1 1 .

e* =1+i-x —l-x2 — i = xr e —ix* - —x
2 6 24 120 720
(ot Lo ey rifx ot Lo
2 24 720 6 120
= cos(X) + i sin(x)

Dies fuihrt zur sogenannten Eulerdarstellung einer komplexen Zahl z:
z=r-(cos(ar) + i-sin(a)) = r-e"™

X —0 X

Stelle die Sinusfunktion mithilfe ihres Taylorpolynoms dar:

. [ sin(x
2. Grenzwert von IIm(L] :

[ 1 1 1 . j
] X—= X+ —xX-——x"+ ..
. (sin(x) . 6 120 5040

Im?J —2 = lim

X —> X

x =0 X

= lim 1—1~x2 + i-x4 —L-x6 +..] =1
x—0 6 120 5040

Und entsprechend:

1 s 1 ;

o—>0 0) o—>0 0)

= lim t—1~co2-t3+i.m4.t5—... =t
©—0 6 120
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