Schwarze Locher in Doppelsternsystemen

Matthias Borchardt

Schwarze Locher sind nicht unsichtbar

Massereiche Sterne beenden ihr Leben spektakuldr - eine gewaltige Supernova-Explosion
schleudert die duReren Sternschichten ins All und verdichtet den Kern so stark, dass ein
Schwarzes Loch als Sternenleiche (ibrigbleibt. Solche Stellaren Schwarzen Lécher sind in den
Tiefen des Weltalls duRerst schwer auszumachen — es sei denn, sie sind Bestandteil eines Dop-
pelsternsystems. Dann namlich kdnnen sie sich durch die Wirkungen auf ihren Begleitstern
verraten.

Bindre Sternsysteme sind im Universum ein hiufiges Phianomen. Uber die Hilfte der Sterne,
so schatzt man, gehoren zu Doppelsternsystemen. Die Massen der beiden Komponenten kon-
nen dabei sehr verschieden sein. Da die Lebensdauer von Sternen eng mit ihrer Masse ver-
knlpft ist, wird ein massereicher Stern sein Leben weit vor dem seines leichteren Partners
beenden. So kann eine Konstellation entstehen, in der ein Schwarzes Loch und ein sichtbarer
Stern den gemeinsamen Schwerpunkt umkreisen.
Wenn es sich dabei um ein sehr enges Doppelstern-
system handelt, wird der Stern durch die Gravitati-
onswirkung des Schwarzen Lochs deformiert —seine
Form weicht mitunter deutlich von der Kugelgestalt
ab. Diese Verformung des Sterns kann zwei interes-
sante Phanomene hervorbringen: Zum einen veran-
dert sich flr einen weit entfernten Beobachter die

Helligkeit des Sterns wahrend eines Umlaufs — von
der Seite erscheint der Stern etwas heller als von vorne oder hinten. Die genauen Zusammen-
hange sollen weiter unten behandelt werden. Zum anderen kann es passieren, dass der Stern
sich so weit aufbldht, dass Materie von seiner Oberflache zum Schwarzen Loch hintberflieRt.
In der Regel stiirzt dieses Material jedoch nicht auf direktem Weg in den Kollapsar, sondern
sammelt sich in einer Scheibe einer sogenannten Akkretionsscheibe um diesen herum an. In
unregelmaRigen Abstanden kann dann Materie von dieser Scheibe mit hoher Geschwindigkeit
ins Schwarze Loch fallen. Die extremen Temperaturen, die dabei entstehen, bewirken intensi-
ves Rontgenlicht, sodass sich das Doppelsternsystem als aufflackernde Rontgenquelle (,,x-ray
binary”“) am Himmel bemerkbar macht. Spéatestens dann wird sich die astronomische For-
schung intensiver mit dem Objekt beschaftigen. So wird man versuchen, das Licht des sicht-
baren Partners des Doppelsterns bzgl. Helligkeit und Spektrum genau zu analysieren, um In-
formationen liber die physikalischen Eigenschaften des Sterns sowie (iber seine Bewegung zu
erhalten. Spektrum, Lichtkurve sowie die Radialgeschwindigkeitskurve des sichtbaren Sterns
bilden dann die Grundlage fiir eine wissenschaftliche Analyse des Doppelsternsystems, in dem
ein Partner ein Schwarzes Loch sein kdnnte.



Was man aus der Radialgeschwindigkeitskurve lernen kann

Die Abbildung?® zeigt die Radialgeschwindigkeitskurve des sichtbaren Sterns im Doppelstern-
system J 1655-40. Da die Kurve fast perfekt sinusférmig ist, konnen wir davon ausgehen, dass
der Stern eine nahezu kreisférmige Bahn um den Schwerpunkt ausfiihrt, die Exzentrizitat der
Bahnkurve also gegen Null tendiert. Direkt ablesbar ist die Umlaufdauer T mit etwa 63 Stun-
den. Die Amplitude der Radialgeschwindigkeit betrdgt etwa 215 km/s.
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Mithilfe dieser Informationen kénnen wir bereits eine wichtige astronomische GréRe berech-
nen, die sogenannte Massenfunktion f(M). In glinstigen Fallen liefert der Wert dieser Funktion
erste Hinweise auf die Massen des Sternsystems.

ve T m;

Die Formel lautet: f(M) = =
2n-G  (mg+my)

—-sin’(i) , wobei vr die Geschwindigkeits-

amplitude, T die Umlaufzeit, G die Gravitationskonstante, i der Inklinationswinkel der Bahn-
ebene und mg (black hole) und ms (star) die Massen der beiden Komponenten sind. Eine
schrittweise Herleitung dieser Formel finden Sie im Anhang.

3
Wenn f(M) = 2R G Werte grofRer als 3 Sonnenmassen annimmt, muss auch die Masse des
TC.

kompakten Partners mg groRer als 3 Sonnenmassen sein. Wenn zudem dieses Objekt weder
im Spektrum noch in der Lichtkurve sichtbar ist, wird es sich mit groRer Wahrscheinlichkeit
um ein Schwarzes Loch handeln, denn die Masseobergrenze fiir Neutronensterne liegt deut-
lich unter 3 Sonnenmassen. Ergibt sich fiir f(M) allerdings ein Wert unter 3M_, dann lasst sich

daraus bzgl. der Masse mg keine eindeutige Aussage ableiten. Das untere Diagramm zeigt dies

1T. Shahbaz et al., The mass of X-Ray Nova Scorpii 1994 (=GRO J1655-40) Not. R. Astron. 2021,
https://arxiv.org/abs/astro-ph/9901334v1
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deutlich. Die Kurven fir verschiedene f(M)-Werte zeigen, welche Kombinationen der beiden
Partnermassen mg und ms moglich sind. Die Kurven fiir f(M) < 3 zeigen, dass mg durchaus auch

Werte ber3M_annehmen kann, aber auch Werte kleiner als 3M_ . Fir f(M)>3 zeigt sich

aber, dass mg immer groRer als drei Sonnenmassen sein muss
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Diagramm: Die Massenfunktion f(M) im mg-ms-Koordinatensystem

Diese Uberlegungen gelten zunichst fiir einen Inklinationswinkel von i = 90°, also sin(i) = 1.
Allerdings andert ein Faktor mit sin(i) < 1 nichts an den oberen Ausfiihrungen. Die Kurven wer-
den lediglich flacher und wandern weiter nach rechts. Fiir f(M)=3 wiirde sich beispielsweise
eine Kurve ergeben, die auf der x-Achse bei mg=4 beginnt, also ein noch deutlicherer Hinweis,
dass mg ein Schwarzes Loch darstellt.

Kommen wir auf das Beispiel des Doppelsternsystems J 1655-40 zuriick. Aus der Radialge-
schwindigkeitskurve ergibt sich eine Umlaufdauer von T = 63 Stunden und eine Amplitude von
vr= 215 km/s. Wir berechnen damit den Wert fiir die Massenfunktion:

v3-T  (215000)’-63-3600
2n-G  2m-6,674-10"

ner mg weder spektral noch in der Helligkeitskurve in Erscheinung tritt, stellt sich die Frage,

f(M) = kg =5,375-10* kg = 2,7M_ . Da der kompakte Part-

ob es sich bei dem kompakten Partner um ein Schwarzes Loch handelt oder um einen



Neutronenstern. Schaut man sich die Kurven im oberen Massendiagramm an, scheint ein
Schwarzes Loch sehr wahrscheinlich, denn ein kompakter Partner mit einer Masse knapp un-

ter 3M_ hétte einen sichtbaren Stern mit extrem kleiner Masse zufolge. Dieser |3sst sich

spektral aber in die F-Spektralklasse einordnen und sollte daher eine Masse groRRer als die
Sonnenmasse aufweisen. Um einen genauen Wert fiir die Masse mg zu erhalten, bendtigen
wir auller der Masse ms des sichtbaren Sterns noch Informationen tiber die Neigung der Bahn-
ebene gegeniber der Sichtlinie. Der Inklinationswinkel i ldsst sich glinstigerweise Uber die
Lichtkurve des Begleitsterns ermitteln, was wir im nachsten Abschnitt thematisieren wollen.

Die Lichtkurve

Da der sichtbare Stern aufgrund der Gravitationswirkung seines engen Begleiters von der Ku-
gelgestalt abweicht, wird ein weit entfernter Beobachter unterschiedliche Helligkeitswerte
des Sterns wahrend eines Umlaufs feststellen.
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Die rechte obere Abbildung zeigt die Radialgeschwindigkeitskurve einer kreisformigen Stern-
bewegung. Darunter ist eine typische Lichtkurve des sichtbaren Sterns zu sehen. Die eingetra-
genen Zahlen erlauben eine Zuordnung der einzelnen Phasen zur jeweiligen Position des
Sterns beziglich des Beobachters. Man erkennt, dass der Stern heller erscheint, wenn er von
der Seite betrachtet wird. Die Helligkeit nimmt ab, wenn wir ihn von vorne oder von hinten
sehen. Dass der Stern in Position 2 etwas dunkler erscheint als in Position 4 liegt daran, dass
die Spitze aufgrund der Gravitationsverdunklung etwas dunkler als ihre Umgebung ist. Warum
das so ist, soll im ndachsten Abschnitt behandelt werden. Solche Helligkeitskurven werden tb-
rigens elliptische Lichtkurven (,ellipsoidal light curves”) genannt. Die Helligkeitsunterschiede
innerhalb der Kurve hdngen von der Inklination der Bahnebene ab. Daher versucht man durch
eine genaue Analyse solcher Lichtkurven Informationen liber die Neigung der Bahnebene und



somit einen Wert fiir den Winkel i zu finden. Dies gelingt in der Regel aber nur dann, wenn das
System sich strahlungsmaRig ruhig verhalt. In Phasen von starken Rontgenlicht-Emissionen
heizt sich die Akkretionsscheibe derart auf, dass sie im optischen Spektralbereich das Licht des
Sterns Uberlagert. Genauere Analysen der elliptischen Lichtkurve sind dann nur schwerlich
moglich.

Der deformierte Stern und seine Roche-Hiille

Der kompakte Partner in einem engen Doppelsternsystem verformt den sichtbaren Stern mit-
unter deutlich, wie wir bereits oben festgestellt haben. Ein Massetransfer in Richtung Schwar-
zes Loch wird aber nur dann stattfinden, wenn der Stern eine bestimmte GroRe und Form
erreicht. Astronomen sagen auch: ,,..., wenn der Stern seine Roche-Hiille ausfullt”.

Die Roche-Hiille (,Roche Lobe"”) ist eine gedachte Flache um den Stern herum, auf der das
gleiche Potential herrscht wie am Lagrangepunkt L1 des Doppelsystems.

Was aber ist ein Lagrangepunkt und was versteht man unter dem Roche-Potential?

Der Lagrangepunkt L1 ist einer von funf Punkten innerhalb des rotierenden Doppelsternsys-
tems, in denen sich die beiden Gravitationskrafte und die Zentrifugalkraft aufheben. Anders

formuliert: Eine kleine Masse m im Punkt L1 spirt die

Gravitationskraft der Masse mg, welche m nach links zie- \
hen mdchte (s. Abb.). Die Gravitationskraft der Masse ms m, L1

und die Zentrifugalkraft zeigen aber genau in die entge- Schwerpunkt Q
gengesetzte Richtung. Beide nach rechtsgerichteten & (Drehzentrum) m,
Kraften kompensieren die nach links orientierter Kraft.

Die weiteren vier Lagrangepunkte spielen im Zusammenhang mit der Roche-Hiille keine Rolle
und sollen daher nicht naher erklart werden.

Das Roche-Potential @ eines Doppelsternsystems fasst das Gravitations- und das Zentrifugal-
potential des rotierenden Systems in einer Formel zusammen, die allerdings recht komplex
daherkommt. In Kugelkoordinaten ausgedriickt lautet sie:

1

D(r,9,0) = %+q ((l— 2r-sin(&))-cos((p)+r2)_E —r-sin(S)-cos((p)j+O,5-(q +1)-(r-sin(8))2

m
Als wichtige GréRe geht dabei das Massenverhiltnis der beiden Sterne q=—2 ein. Fiir jeden
S

Winkel § und ¢ lasst sich ein Abstand r vom Sternmittelpunkt ms finden, bei dem das gleiche
Potential herrscht wie am Lagrangepunkt L1. Diese Radiuswerte definieren die dreidimensio-
nale Roche-Hiille um den Stern. Materie, die diese Grenzflache Gberschreitet, kann zum kom-
pakten Begleiter, dem Schwarzen Loch flieBen (,Roche-Lobe-Overflow”). Dabei findet der
Transfer der Materie stets durch den Lagrangepunkt L1 statt. Fullt der Stern seine Roche-Hiille
nicht aus, wird kein Materiefluss stattfinden. Allerdings besteht die Moglichkeit, dass das



Schwarze Loch gasférmige Materie Gber Sternwinde zu sich zieht, was hier aber nicht thema-
tisiert werden soll. Die untere Abbildung zeigt die Form der Roche-Hyiille fiir ein Massen-ver-
héltnis von g = 2. Der Abstand der beiden Sterne wurde auf 1 skaliert. Man erkennt, dass die
Spitze des deformierten Sterns stets den Lagrangepunkt beriihrt. Das Bild wurde mit einem
Computerprogramm ,Rochel.exe” des Verfassers erzeugt, das Sie auf seiner Homepage? her-
unterladen kénnen. Das Programm erlaubt die Eingabe des Massenverhaltnisses von q=0,1 bis
g=50. Zudem l3sst sich die Roche-Hille aus drei verschiedenen Blickrichtungen darstellen.
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Verdunkelungseffekte

Die Helligkeit des Sterns, so wie ihn ein Beobachter am Teleskop wahrnehmen wiirde, wird
nicht allein durch seine geometrische Form beeinflusst. Vielmehr spielen die Randverdunke-
lung (,,limb darkening”) und die Gravitationsverdunkelung (,,gravity darkening”) eine entschei-
dende Rolle.

Jeder Stern, auch die
Sonne, erscheint zum Normalenvektor
Rand hin dunkler als
in der Mitte. Da das |77 T T T e —

Licht, das vom Rand- | Sichtlinien Y '

bereich der Stern- | N,

scheibe beim Be- " Stern
obachter eintrifft, ei- |
nen langeren Weg
durch die Sternat- Sterrnatmosphare —
mosphare zuriickle-
gen musste, wird es

2 http://www.mabo-physik.de/roche_huelle_von_doppelsternen.html



deutlich geschwachter beim Betrachter eintreffen. Der Grad der Verdunkelung lasst sich na-
herungsweise berechnen, wobei der Winkel ¥ zwischen der Sichtlinie und dem Normalen-
vektor auf der Sternoberflache entscheidend ist. Eine haufig angewandte Formel (,lineares

Gesetz”) fir die Randverdunkelung lautet: f,=1-u -(1 - COS(‘I’)). Der Koeffizient u hingt

von der Oberflachentemperatur der Sternoberflache und der Wellenldange des Lichts ab und
kann speziellen Tabellen entnommen werden. Fiir die Sonne gilt typischerweise u = 0,6.

Wenn ein Stern durch schnelle Rotation um seine eigene Achse abgeflacht wird oder wenn er
als Partner in einem engen Doppelsternsystem durch Gravitationswirkungen deformiert wird
(Roche-Form), weist er keine Kugelform mehr auf. Sternmaterie, die weiter vom Zentrum ent-
fernt ist, erscheint dann etwas dunkler als Bereiche, die einen geringeren Abstand zum Mit-
telpunkt haben. Dies liegt daran, dass in den entfernteren Bereichen die Gravitation schwa-
cher ist und somit die Rate an Fusionsprozessen sinkt. Diese gravitativ bedingte Verdunkelung
hangt direkt mit der Schwerebeschleunigung g auf der Oberflache zusammen. Fiir diesen Ver-

dunkelungsfaktor gilt fg = gB , wobei der Exponent 3 von der Temperatur der Sternoberflache

abhangt. Ein typischer Wert ist beispielsweise $=0,25.

Die Helligkeit auf der Oberflache eines deformierten Sterns ldsst sich punktweise mithilfe ei-
nes Computerprogramms? des Verfassers berechnen und bildlich darstellen. Wie oben erklart
wurde, wird die Helligkeit der Sternoberflache durch die Randverdunkelung und die Gravita-
tionsverdunkelung moduliert. Das Programm berechnet den Randverdunkelungsfaktor fir je-

den Punkt der Oberfliche mithilfe der Formel f,=1—u -(1—COS(‘P)) , wobei ¥ die Winkel

zwischen der Sichtlinie und den Normalenvektoren der Oberflache sind. Die Verdunkelung
aufgrund unterschiedlicher Schwerebeschleunigungen auf der Sternoberflache ergibt sich aus
dem Betrag des jeweiligen Normalenvektors (Betrag des Gradienten des Potentials) mit

fgng. Das Programm berechnet ein dreidimensionales Modell der Oberflache und bildet
dieses der Blickrichtung entsprechend zweidimensional ab. Die Inklination der Bahnebene

kann dabei variiert werden. Fiir die beiden unteren Bilder wurde beispielsweise ein Neigungs-
winkel von i = 60° eingestellt.

3 http://www.mabo-physik.de/roche_huelle_von_doppelsternen.html



Die folgenden Bilder zeigen einen Stern, der seine Roche-Hiille ausfiillt und dessen Bahnnei-
gung i = 90° betragt. Wir schauen also auf der Kante der Bahnebene (edge on). Der Randver-
dunkelungskoeffizient betrdagt u = 0,64 und der Exponent der Gravitationsverdunkelung hat
einen Wert von 3 =0,32. Wir sehen den Stern von der Seite, von vorn und von hinten. Deutlich
sind die Unterschiede in der Gesamthelligkeit der Sternenscheiben zu erkennen — genau das,
was sich in den elliptischen Helligkeitskurven solcher Sternsysteme beobachten lasst.

Helligkeitskurve




Als Beispiel wollen wir uns eine Lichtkurve des Doppelsternsystems J 1655-40 anschauen, die
ein typisches elliptisches Helligkeitsprofil aufweist?.
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Mithilfe solcher Lichtkurven, die auch in anderen Spektralbereichen ermittelt wurden, konnte
die Inklination der Bahnebene auf einen Wert um i = 69° festgelegt werden.

Das Computerprogramm des Verfassers erlaubt Gbrigens eine ,Messung” der Sternhelligkeit
durch simples Aufaddieren der Grauwerte der Sternscheibe. Im Programm wurde eine Inkli-
nation von 69° eingestellt und die Position des Sterns auf seiner Bahn jeweils um jeweils 10°
weitergesetzt. Aus den 36 Messwerten ergab sich die folgende Kurve:

GRO J1655-40 q=3,9 f=1 i=69° limbdark=0,76 gravdark=0,25
0,72
0,68
E
20,64
@
p =y
=
0,6
0,56
0,52
o 90 180 270 360 450 540 630 720 81
Phasenwinkel in Grad

4 Martin E. Beer et al. The quiescent light curve and evolutionary state of GRO J1655—-40, Mon. Not. R. Astron.
Soc. 2018, https://arxiv.org/abs/astro-ph/0109136v1
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10
Auch wenn die Simulation ein recht einfaches Sternmodell darstellt, passt die simulierte Licht-
kurve sehr gut zum experimentellen Ergebnis.

Die untere Abbildung zeigt die simulierten Bilder des Sterns in vier Positionen auf seiner ge-
neigten Umlaufbahn.

Die Massenverteilung

Mithilfe des ermittelten Wertes fir die Massenfunktion f(M)=2,7 und des Inklinationswinkels
lasst sich die Masse des Schwarzen Lochs abschatzen, wenn man davon ausgeht, dass der
sichtbare Stern aufgrund seines Spektrums zur Spektralklasse F gehort (F6-IV Unterriese).

Seine Masse sollte daher im Bereich von 1,1 bis 1,5 Sonnenmassen liegen. Konkret ergeben
3
sich so mit f(M) = ——2——--sin’(i) zwei Gleichungen, die sich mithilfe numerischer Me-
(mg+my)

thoden losen lassen:

3 3
X sin%(69%)-2,7=0 und — > -sin®(69°)— 2,7 = 0.
(x+11)° (x+15)’

Mit dem ,Solve-Befehl” eines hoherwertigen Taschenrechners lassen sich die beiden Glei-
chungen I6sen, mit den Ergebnissen x = 4,955 und x = 5,412. Das bedeutet, dass die Masse mg
des Schwarzen Lochs im Bereich von etwa 5,0 bis 5,4 Sonnenmassen liegt.

Das Massenverhaltnis ( = Mg wiirde dannim Bereich von q = E: 3,6 bis q = ﬂ: 4,55
mS 1)5 1,1

liegen.
(Anmerkung: In manchen Publikationen wird das Massenverhéltnis in Doppelsternsystemen

. . m
mit dem reziproken Wert, also g = —> angegeben.)
mB
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Massenabschatzung aus der Spektrallinie

Manchmal wird versucht, das Massenverhaltnis q (iber die sogenannte ,Rotationsverbreite-
rung” von Spektrallinien (,rotation broadening”) zu bestimmen. Wenn man davon ausgeht,
dass der Stern eine gebundene Bewegung um das Drehzentrum macht, was bei engen Dop-
pelsternen meist der Fall ist, dann rotiert die Sternkugel wahrend eines Umlaufs ebenfalls ge-
nau einmal. Diese Drehung des Sterns flihrt dazu, dass der linke Sternenrand sich auf uns zu
und der rechte von uns wegbewegt — oder andersherum, je nach Drehrichtung des Systems.
Aufgrund dieses gleichzeitig positiven und negativen Dopplereffekts verbreitern sich die
Spektrallinien im Sternspektrum. Die Drehgeschwindigkeit vt der Sternoberflache wird mit

o R 1
der Formel v, -sin(i) = vy -—-(1+—] dargestellt. Dabei ist R der Radius des Sterns, a der
a

Abstand der beiden Komponenten und vg die Radialgeschwindigkeitsamplitude des sichtbaren
Sterns. Eine Herleitung der Formel finden Sie im Anhang. Mithilfe der oberen Formel lasst sich
das Massenverhaltnis g berechnen. Diese Methode ist jedoch mit vielen Unsicherheiten be-
haftet. Zum einen benétigt man recht genaue Angaben (iber den Sternradius R, der aufgrund
der tropfenférmigen Deformation des Sterns schwer abzuschatzen ist und zum anderen spielt
bei der Verbreiterung von Spektrallinien die Temperaturverteilung auf der Sternoberflache
eine wichtige Rolle. Man hilft sich dabei zwar meist mit Spektren von Vergleichssternen, also
Sternen mit dhnlichen spektralen Eigenschaften. Dennoch sind die Fehlerbandbreiten bei der
Berechnung des Massenverhaltnisses g mitunter enorm groR.
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Mathematischer Anhang:

1) Herleitung der Massenfunktion fiir Doppelsternsysteme

Ein Schwarzes Loch (mg) und ein sichtbarer m M
Stern (ms) umkreisen den gemeinsamen B Sp
Schwerpunkt SP auf Kreisbahnen. O % J
X, X
Dann gilt:
‘ a

mS
Mg Xg = XMy & Xg=Xg-—>

mB

m m
und mit @ = Xg + Xg ergibtsich a = Xg-—>+ Xg = Xg '(1 +—5j . Somit ergibt sich fur den
mB B

Mg +m

Abstand der beiden Sterne a = Xq- S . Diesen Term setzen wir weiter unten an pas-

B
sender Stelle ein.

Die Bewegung des sichtbaren Sterns (ms) ergibt sich durch einen Krafteansatz wie folgt:
Die Gravitation wirkt als kreisbildende Kraft, also als Zentripetalkraft, daher gilt: F, = F;

2
mg,-v: G-mg-m G-mg-Xx . mg+m
s’V _ STB o V= 2B s und mit a= X,-—2—— erhalten wir
Xq a a mg
G-mg-X G-m?
vi= e S = B . Den Abstand xs des Sterns vom Schwerpunkt und
M, + M, (Mg +mg) X
Xg—B—5
mB

die Umlaufgeschwindigkeit v verknlpfen wir mithilfe der Formel fiir die Bahngeschwindigkeit

21- X v-T
V= nT S & XS=2—.Dies eingesetzt in die obere v2-Formel ergibt:
yis
G-m-2n G-md-2n
V2 = B . o V= B .
(mg+mg) -v-T (mg+mg) T

2n-G m;

Sortierter aufgeschrieben: Ve = >
T (mg+m)

Nehmen wir an, ein weit entfernter Beobachter ist in der Lage, die Geschwindigkeit des Sterns
aufihn zu und von ihm weg mithilfe des Sternspektrums (Verschiebung der Spektrallinien auf-
grund des Dopplereffekts) zu bestimmen. Er wiirde dann eine Kurve der Radialgeschwindig-
keiten wahrend eines Umlaufs erhalten. Die Amplitude dieser Radialgeschwindigkeitskurve
entspricht der Bahngeschwindigkeit v des Sterns aber nur dann, wenn der Beobachter auf die
Kante der Bahnebene (,edge-on“) schaut, der Inklinationswinkel i also den Wert 90° aufweist.
Bei kleineren Neigungen der Bahnebene wird er eine Radialgeschwindigkeit von v, =V-sin(i)

messen. Somit ergibt die obere Formel:
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2n-G md -sin’(i m2 -sin®(i
vy = > s (2 . Der Term B—(Zwird als Massenfunktion f(M) bezeichnet.
T (mg+my) (mg+my)
Somit erhalten wir v} = 2n-G f(M).
T

Damit ergibt sich die folgende Beziehung fiir die Massenfunktion eines Doppelsternsystems:

v T m;

fM=- 75~ (o +m)

_.sin’(i)

Aus der Radialgeschwindigkeitskurve ldsst sich die Amplitude vz und die Umlaufdauer T leicht
bestimmen. Die Masse des sichtbaren Sterns ergibt sich glinstiger Weise aus dessen charak-
teristischen spektroskopischen Daten. Die Masse des Schwarzen Lochs kénnten man dann be-
rechnen, wenn der Inklinationswinkel i bekannt ist, was allerdings oft eine Schwierigkeit dar-
stellt.

Bewegen sich die Komponenten auf elliptischen Bahnen mit der Exzentrizitat e, muss die
obere Formel etwas erweitert werden. Es gilt dann:

3 3 3
f(M) = M.(l_EZ)E = Lz-sin%i)
2n-G (mg+my)
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Herleitung der erweiterten Formel (Ellipsenbahn):

Die grofite Geschwindigkeit hat ein Kérper auf seiner Ellipsenbahn an der Stelle, an dem er

. , . 1+e ,
dem Schwerpunkt am nachsten kommt, dem Periastron. Dort gilt: V, ; =Vg - e’ wobei

vrk die Radialgeschwindigkeit einer Kreisbahn mit dem Radius a (groBe Halbachse) ist. Im ge-
genliberliegenden Scheitelpunkt der Ellipse (Apastron) ist die Geschwindigkeit dagegen mini-

,1—e
mal, es gilt: Vpy; =Vgi - e’ Bei einer Radialgeschwindigkeitskurve einer elliptischen
+€

Sternbewegung bilden die beiden Geschwindigkeiten die Hoch- und die Tiefpunkte der Kurve.
Der Mittelwert dieser beiden Werte wird als Amplitude der Ellipsen-Radialgeschwindigkeits-

+V

_Peri © "Apo _ 1+e 1 € . Wenn wir die Briiche
2 1-e e 1+e

unter den Wurzeln auf einen gemeinsamen Nenner bringen, ergibt sich:

1-e (1+e)-(1+e) (1-e)-(1-e) (1+e)2 (1—e)2
\/: \/: \/ 1+e)-(1-e) i \/(1—e)-(1+e) :\/ 1-¢€? +\/ 1-e?

l+e
\/1—e \/1e \/1—e

Daher ergibt sich: v, =

. VPerl
kurve definiert, also: V. =

1,2 e
2 \/1—e2 \/1—e2
_I_ 3

T 3
ergibt das f(M) = \;—G-(l—ez)z .
TC.

,also Vg = 187 V.

Ei tztin f(M) =
ingesetzt in T(M) ZTEG
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) »Rotation-Broadening” von Spektrallinien in Sternspektren

Bei einer gebundenen Rotation des Sterns ms

gilt: Wahrend das System eine Umdrehung
macht, hat sich auch der Stern einmal um

seine Achse gedreht. Die Winkelgeschwindig- m

keit @ ist daher fir das Gesamtsystem und S .

fiir den Stern gleich. Xs R
m

Fiir die Radialgeschwindigkeit des Sterns auf & >

seiner Umlaufbahn gilt: vp=m-Xg und fir

die Rotationsgeschwindigkeit des Sterns ergibt sich v, ,=o-R.

v v I R
Aus ® = 2 und ® = " ergibt sich dann: v, = —-Vv,
R X

XS
A " : T Mg X
Die GrolRRe xs driicken wir nun anders aus: Es gilt ndmlich mg-X; = X;-mg < q=—=—
mS B
. . . a
und mit a = Xz + Xg ergibt sich Xg =
1+—
. oo R R R 1
Dies setzen wir einin v, , = — -V, und erhalten v = 7 VR =Ve 1+~
a q
S
1
1+~
q

R 1
Somit ergibt sich als Ergebnis: | V., = Vg ~;-(1 + EJ

Falls die Bahnebene einen Inklinationswinke i aufweist, erweitern wir die Formel zu

Vo -SiN(i) = Vg -%-[1 + éj

-1
Voo & . .
. —.sin(i) =1
RS ]

Das Massenverhaltnis q ergibt sich daraus zu ¢ = [
Die Rotationsgeschwindigkeit vot ldsst sich aus der Verbreiterung der Spektrallinien, die
durch die Rotation des Sterns entsteht (Dopplereffekt), bestimmen — meist jedoch mit gro-
Ren Unsicherheiten, da die Verbreiterung der Spektrallinien auch durch andere Phdanomene
verursacht wird und eine Trennung der Effekte in der Regel nicht einfach ist.
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) Berechnung der Roche-Hiille

Das Roche-Potential ® fasst das Gravitationspotential und das Zentrifugalpotential des ro-
tierenden Doppelsternsystems in folgender Formel in Kugelkoordinaten zusammen:

L
2

D(r,9,¢) = %+q-[(1—2r-sin(8)-cos((p)+r2) —r-sin(S)-cos(<p)j+0,5-(q +1)-(r-sin(8))2

Fur jeden Winkel S und ¢ lasst sich ein Abstand r vom Sternmittelpunkt ms finden, bei dem

das gleiche Potential herrscht wie am Lagrangepunkt L1. Diese Radiuswerte definieren die
dreidimensionale Roche-Hiille (,Roche Lobe”) um den Stern.

1. Der Lagrangepunkt L1 liegt auf der Verbindungslinie der beiden Massenzentren (8:%
und @=0). Dort hat das Potential ein lokales Maximum, d.h. die Ableitung nach r wird dort

do

Null, bzw. die Gesamtkraft ist dort Null (F(r) = ar ). Bekanntlich kompensieren sich im
r

Lagrangepunkt die beiden Gravitationskrafte und die Zentrifugalkraft. Fir 8:2 und @=0

1

gilt CI)(r):1+q-((l—2r+r2)_2—rJ+O,5-(q+1)-r2 und die Ableitung ergibt:
r

ar 2

Null, Iasst sich flr ein gegebenes Massenverhéltnis q eine Lésung fur r (mit r<1) numerisch

3
do ——l+q-[(1—r)(1—2r+r2)2—1j+(q+1)-r. Setzen wir diese Ableitung gleich

finden.

2. Um die Roche-Fldche zu berechnen, muss die Gleichung ®(r,3,¢)—®(L1) = 0 fir jeden
Winkel 3 und @ numerisch gelost werden. So erhalt man alle r-Werte, fiir die das Roche-

Potential den gleichen Wert hat wie am Lagrangepunkt L1.

3. Umdie Sternhelligkeit fiir jeden Punkt der Roche-Hiille zu ermitteln, werden die Werte fiir
die Randverdunklung und die Gravitationsverdunklung benétigt. Diese ergeben sich mit-
hilfe der Normalenvektoren auf der Oberflache des Sterns. Denn die Randverdunklung be-

=

rechnen wir mithilfe des Winkels ¥ zwischen der Sichtlinie S und dem Normalenvektor

= =

7[5

lung bendétigen wir die Schwerbeschleunigung g im entsprechenden Oberflachenpunkt.

i des entsprechenden Auftreffpunktes: COS(‘P) = . Flr die gravitative Verdunke-

Dieses g ergibt sich aus dem Gradienten des Normalenvektors wie folgt: g =|ﬁ| = W(D‘ .
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Der Normalenvektor ergibt sich aus den partiellen Ableitungen des Potentials. Fiir die nu-
merische Berechnung ist es glinstiger, das Potential in kartesischen Koordinaten zu ver-

wenden. Die Koordinatentransformation mit r =/ x>+y*+z? , x=r-sin(9)-cos(e),

y=r-sin(3)-sin(¢) und z=r-cos(I) ergibt das Roche-Potential in kartesischen Koordina-
ten:

1 1
D(x,y,2) = (X2 +y? +zz) 2 ~q~[(1—2x+x2 +y? +zz) 2 _Xj +0,5-(q +1)~(x2 +y2)
Die partiellen Ableitungen lauten:

oD 3 3
o —x-(x2+y2+22) 2 +q-[(1—x)-(1—2x+x2+y2+22) 2 —1j+(q+1)-x

3 _3
% = —y-(x2 +y2+22) 2 +q-y-(1—2x+x2+y2+22) 2+(q+1)-y
a¥():—z-(x2+y2+22)_2+q-z-(1—2x+x2+y2+22)_2
0z
o
OX
. L | 0D
Der Normalenvektor im Punkt P(x, y, z) lautet: n = E
o
0z

Somit lassen sich flir gegebene Koordinaten x, y, z und einem Massenverhaltnis g mit Hilfe

des Normalenvektors und den entsprechenden Formeln die Verdunklungswerte berech-
nen.

Bildnachweise:

Die Diagramme auf Seite 2 und 9 wurden den Originalverdéffentlichungen entnommen, die in den

FuBnoten genannt werden. Abbildungen, die nicht gekennzeichnet sind, wurden vom Verfasser er-
stellt.
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